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Kvantová provázanost

Kvantový bit: dimenze stavového prostoru je 2, báze |0〉, |1〉.

Možný stav: α|0〉+ β|1〉.

Fyzikálńı realizace:

• spin 1
2: | ↑〉, | ↓〉

• polarizace fotonu: |H〉, |V 〉

• dvouhladinový atom: |g〉, |e〉



Dva kvantové bity A a B

Kvantové korelace:

|ψ−〉AB =
1√
2

(|H〉A|V 〉B − |V 〉A|H〉B) (singlet)

=
1√
2

(|R〉A|L〉B − |L〉A|R〉B)

|R,L〉 = (|H〉 ± i|V 〉) /
√

2.

Klasické korelace:

ρ̂AB =
1

2
|H〉A〈H| ⊗ |V 〉B〈V |+

1

2
|V 〉A〈V | ⊗ |H〉B〈H|

=
1

2
(|R〉A〈R| ⊗ |L〉B〈L|+ |L〉A〈L| ⊗ |R〉B〈R|

+|R〉A〈R| ⊗ |R〉B〈R|+ |L〉A〈L| ⊗ |L〉B〈L|+ . . .)



Čisté provázané (entanglované) stavy:

|ψ〉AB 6= |φ〉A|χ〉B, |φ〉A, |χ〉B ∈ HA,B.

Nap̌r. singletńı stav

Kritérium: ∀ |ψ〉AB ∃ Schmidt̊uv rozklad

|ψ〉AB =
1∑
i=0

si|i〉A|i〉B

{
|i〉A,B

}1

i=0
ON báze v HA,B, si ≥ 0 – Schmidt̊uv koeficient.

Stav je provázaný ⇔ obě s1 a s2 jsou nenulová.



Sḿı̌sené stavy:

• Separabilńı stavy: ρ̂sep
AB =

∑
i piρ̂

(i)
A ⊗ ρ̂

(i)
B , ρ̂

(i)
A,B ∈ HA,B.

Lze vytvǒrit lokálńımi operacemi a klasickou komunikaćı
(LOCC).

• Provázané stavy: ρ̂AB 6= ρ̂sep
AB.

Nelze vytvǒrit LOCC.

Kritérium provázanosti (PPT kritérium):

ρ̂AB je separabilńı ⇒ ρ̂
TA
AB ≥ 0,(

ρ̂TA
)
mµ,nν

= (ρ̂)nµ,mν (částečná transpozice (PT)).

(A. Peres, PRL 77, 1413 (1996), M. Horodecki et al., PLA 223, 1 (1996).)



Spojité proměnné

Systémy s dimH =∞.

Nap̌r.: lineárńı harmonický oscilátor, Ĥ =
(
x̂2 + p̂2

)
/2,

x̂, p̂, [x̂, p̂] = i kanonické proměnné (spojité spektrum).

Fyz. realizace: mód elektromagnetického pole,

x̂, p̂ – kvadraturńı operátory.



Wignerova funkce

N módů, fázový prostor xA, pA, . . . , xN , pN ;

ρ̂ → W (r) =
1

(2π)N

∫
eix
′T ·p

〈
x−

x′

2
ρ̂ x +

x′

2

〉
dNx′,

r = (xA, pA, . . . , xN , pN)T .

Gaussovské stavy:

W (r) = e−(r−d)T γ−1(r−d)

πN
√

detγ
,

d = 〈̂r〉-posunut́ı, γ – kovariančńı matice (KM),



γij = 〈∆r̂i∆r̂j + ∆r̂j∆r̂i〉, ∆r̂i = r̂i − 〈r̂i〉,

r̂ = (x̂A, p̂A, . . . , x̂N , p̂N)T .

γ – 2N × 2N , reálná, symetrická, γ > 0.

[r̂i, r̂j] = iΩij, Ω = ⊕Ni=1

(
0 1
−1 0

)
(symplektická matice).

γ je KM stavu ⇔ γ + iΩ ≥ 0 (princip neurčitosti).



Př́ıklady gaussovských stav̊u

• Koherentńı stav: |α〉, â|α〉 = α|α〉, α ∈ C.
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• Stlačený stav: |r〉 = Ŝ(r)|0〉,

Ŝ(r) = e
r
2

[
â2−

(
â†
)2]

stlačovaćı operátor; r – parametr stlačeńı.
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〈(∆x)2〉 = e−2r

2 , 〈(∆p)2〉 = e2r

2 .

Fyzikálńı aproximace |x〉 (|p〉 pro −r).



• Termálńı stav: ρ̂th = 1
1+〈n〉

∑∞
n=0

(
〈n〉

1+〈n〉

)n
|n〉〈n|,

〈n〉 – sťredńı počet termálńıch fotonů.

-5

0

5

x

-5

0

5

p

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

WthHx,pL



Gaussovské unitárńı transformace

Kvadratický hamiltonián: Ĥ =
∑
i,j κij r̂ir̂j → r̂(t) = S(t)̂r(0)

S– reálná, 2N × 2N , SΩST = Ω (symplektická transformace).

Pasivńı transformace: SST = I.

Sdělič = 1√
2

(
I I
I −I

)
, x̂′A = x̂A+x̂B√

2
, x̂′B = x̂A−x̂B√

2
.

Aktivńı transformace: squeezer Ssq = diag(e−r, er).

+

Posunut́ı: x̂→ x̂+ x̄, p̂→ p̂+ p̄.



Symplektická diagonalizace

Williamsonův teorém: ∀γ ≥ 0 ∃S, SΩST = Ω,

SγST = ⊕Ni=1γth(〈nj〉) = diag (s1, s1, . . . , sN , sN) .

sj = 1 + 2〈n̂j〉, j = 1,2, . . . , N–symplektické spektrum.

P (λ) ≡ det (Ωγ − λI) = 0, λ = ±isj.

γ popisuje stav ⇔ sj ≥ 1, ∀j = 1,2, . . . , N .

2 módy: P (λ) = λ4 + ∆2
1λ

2 + ∆2
2

∆2
1 = detA+ detB + 2detC, ∆2

2 = detγ (sympl. invarianty).

γ =

(
A C

CT B

)
; s1,2 =

√
∆2

1±
√(

∆2
1

)2−4∆2
2

2 .



Provázanost čistých gaussovských stav̊u

Dva módy A a B.

EPR – stav: |EPR〉AB =
∫
dx|x, x〉AB =

∫
dp|p,−p〉AB.

x̂A − x̂B = 0, p̂A + p̂B = 0.

Př́ıprava: Ûdělič
∫
dx|x〉|x = 0〉 ∝

∫
dx|x, x〉

Fyzikálńı aproximace: dvoumódové stlačené vakuum (TMSV)



|TMSV 〉AB =
√

1− tanh2(r)
∑∞
n=0 tanhn(r)|n, n〉AB.

(x̂A − x̂B) =
√

2e−rx̂(0)
B , (p̂A + p̂B) =

√
2e−rp̂(0)

A .

Čistý provázaný stav.



Kvantová teleportace



• Neznámé |α〉in (x̂in, p̂in)

• Sd́ılený stav |ψ〉AB = |TMSV 〉AB

• Alice mě̌ŕı x̂in = (x̂in − x̂A) /
√

2, p̂A = (p̂in + p̂A) /
√

2

• Alice pošle výsledky mě̌reńı x̄in a p̄A Bobovi

• Bob udělá posunut́ı x̂B → x̂B +
√

2x̄in, p̂B → p̂B +
√

2p̄A

x̂out = x̂in − (x̂A − x̂B) = x̂in −
√

2e−rx̂(0)
B ,

p̂out = p̂in + (p̂A + p̂B) = p̂in +
√

2e−rp̂(0)
A .



Provázanost sḿı̌sených gaussovských stav̊u

N ×M – N módů má Alice a M Bob.

PT vzhledem k módu j: p̂j → −p̂j

γ → γ(Tj) = ΛjγΛj, Λj = diag(1,1︸︷︷︸
1

, . . .1,−1︸ ︷︷ ︸
j

, . . . ,1,1︸︷︷︸
N

).

1×M gaussovský stav je separabilńı ⇔ stav je PPT

(R. F. Werner and M. M. Wolf, PRL 86, 3658 (2001).)

⇔ γ(TA) + iΩ ≥ 0

⇔ si ≥ 1, si sympl. vl. č́ısla γ(TA)

Neplat́ı pro 2× 2 kde ∃ gaussovský PPT provázaný stav.



N ×M gaussovský stav je separabilńı ⇔ ∃ KM γA,B

γ − γA ⊕ γB ≥ 0.

⇒ ρ̂ =
∑
k pkρ̂k, ρ̂k = ρ̂

(A)
k ⊗ ρ̂(B)

k , γ ↔ ρ̂, γk ↔ ρ̂k (blok. diag.)

γ −
∑
k pkγ

k ≥ 0,
∑
k pkγ

k = γA ⊕ γB.

⇐ Q ≡ γ − γA ⊕ γB ≥ 0,

Wγ(rA, rB) =
∫
WQ(r′A, r

′
B)WγA(rA − r′A)WγB(rB − r′B)dr′Adr

′
B.



Struktura rozděleńı WQ:

WQ(r) ∝ exp
(
−rTQ−1r

)
Πjδ

[
(Ur)j

]
,

Q−1 je pseudoinverze, U diagonalizuje Q, j prob́ıhá nulová vl.

č́ısla Q.

⇓
Návod jak vyrobit sep. KM γ z KM γA ⊕ γB.



Provázanost ťŕı mód̊u

Pro ťri módy A, B a C ∃ pět ťŕıd provázanosti:

1. Úplně neseparabilńı: provázanost A− (BC), B − (AC),

C − (AB).

2. 1-módově biseparabilńı: provázanost A− (BC) a B − (AC).

3. 2-módově biseparabilńı: provázanost A− (BC).

4. 3-módově biseparabilńı: separabilńı pro všechna děleńı, ale

ρ̂ABC 6=
∑
i piρ̂

(i)
A ⊗ ρ̂

(i)
B ⊗ ρ̂

(i)
C . (∗)

5. Úplně separabilńı: lze je napsat jako (∗).



Tř́ıdy 1-3 lze rozlǐsit PPT kritériem; 4 a 5 lze rozlǐsit kritériem:

ρ̂ABC je úplně separabilńı ⇔ ∃ γA,B,C, γ − γA ⊕ γB ⊕ γC ≥ 0.

(G. Giedke et al., PRA 64, 052303 (2001))

Zaj́ımavá vlastnost: ∃ sep. stav (ťŕıda 5), ve kterém lze A

provázat s (BC) operaćı na (AC) (ťŕıda 3), ve kterém lze dále

provázat B s (AC) operaćı na (BC) (ťŕıda 2).

Aplikace: Distribuce provázanosti separabilńım kvantovým

systémem.

(kvantové bity – T. S. Cubitt et al., PRL 03’.)

(gaussovské stavy – L. Mǐsta and N. Korolkova, PRA 09’.)



Gaussovský protokol

Konstrukce stavu ťŕıdy 3:

γ = γ
(TMSV )
AC ⊕ IB + x

(
q1q

T
1 + q2q

T
2

)
,

x = e2r−1
2 ; q1 = (0,−1,0,2,0,−1)T , q2 = (1,0,2,0,−1,0)T .

PPT kritérium: separabilita B − (AC) a C − (AB); provázanost

A− (BC).



DC

AD DB

BS
AC

BS
BC

C

A B

step 2 step 3

communication
classical

BOB

C

~QQ ,

A B
step 1

ALICE

Krok 1: Úplně separabilńı stav (ťŕıda 5).

γA,C = diag(e±2r, e∓2r), γB = I.

p̂A → p̂A− u√
2
, x̂C → x̂C + v√

2
, x̂B → x̂B + v, p̂B → p̂B + u, 〈u

2

v2〉 = 2x.

Krok 2:BSAC → B − (AC) a C − (AB) separabilita (ťŕıda 3).

Krok 3:BSBC → provázanost A a B (ťŕıda 2) (EN = 1.3 ebit̊u).



Závěr

• Bipartitńı a tripartitńı provázanost gaussovských stav̊u.

• Distribuce gaussovské provázanosti separabilńımi stavy.

• Daľśı využit́ı: tripartitńı gaussovská bound informace.


